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nito
via ensemble cano^nico generalizado
(Thermodynamics of Ising model with innite-range interactions by generalized canonical ensemble)
Leandro G. Rizzi1 e Rafael B. Frigori2
1Departamento de Fsica, Faculdade de Filosoa, Cie^ncias e Letras de Ribeir~ao Preto,
Universidade de S~ao Paulo, Ribeir~ao Preto, SP, Brasil
2Universidade Tecnologica Federal do Parana, Toledo, PR, Brasil
Recebido em 18/8/2011; Aceito em 17/1/2012; Publicado em 27/2/2012
Apresentamos nesse trabalho a ideia de como ensembles generalizados podem ser utilizados para simpli-
car operacionalmente o estudo de sistemas fsicos n~ao aditivos. Como alternativa aos metodos tradicionais de
integrac~ao direta ou teoria de campo medio, mostramos como a soluc~ao do modelo de Ising com interac~oes
de alcance innito e obtida utilizando um ensemble cano^nico generalizado. Descrevemos como as propriedades
termodina^micas para esse modelo na presenca de um campo magnetico externo s~ao encontradas por meio de
simples equac~oes parametricas. Sem prejuzos a interpretac~ao usual, obtemos um comportamento crtico ide^ntico
ao observado nas abordagens tradicionais.
Palavras-chave: modelo de Ising, interac~oes de alcance innito, ensemble cano^nico generalizado.
In this work we present the idea of how generalized ensembles can be used to simplify the operational study
of non-additive physical systems. As alternative of the usual methods of direct integration or mean-eld theory,
we show how the solution of the Ising model with innite-range interactions is obtained by using a generalized
canonical ensemble. We describe how the thermodynamical properties of this model in the presence of an exter-
nal magnetic eld are founded by simple parametric equations. Without impairing the usual interpretation, we
obtain an identical critical behaviour as observed in traditional approaches.
Keywords: Ising model, innite-range interactions, generalized canonical ensemble.
1. Introduc~ao
Em geral, a ocorre^ncia de problemas matematicamente
inconsistentes, ou apenas intrataveis, impulsiona o de-
senvolvimento de novos paradigmas teoricos na fsica,
o que se da muitas vezes pela extens~ao de formalis-
mos ja conhecidos. Consideremos, por exemplo, o apa-
recimento das estatsticas de Bose-Einstein e Fermi-
Dirac na teoria dos ensembles na meca^nica estatstica
[1]. Nesses casos, com o advento do ensemble grande-
cano^nico, foi possvel obter as propriedades termo-
dina^micas de diversos sistemas como gases qua^nticos
n~ao-interagentes a partir de modelos microscopicos [2].
Nas ultimas decadas, o desenvolvimento de ensem-
bles generalizados2 tem constituido uma abordagem
promissora no tratamento de uma serie de modelos
na meca^nica estatstica [4{9]. Computacionalmente, a
utilizac~ao desses ensembles generalizados esta ligada a
busca de algoritmos de amostragem de congurac~oes
(por exemplo, o metodo de Monte Carlo) mais ecien-
tes [10{13]. O objetivo desse artigo e ilustrar a uti-
lizac~ao pratica dessas possveis generalizac~oes. Como
motivac~ao, apresentamos pedagogicamente o estudo do
modelo de Ising com interac~oes de alcance innito. Este
e um modelo interessante e que exemplica um sistema
n~ao trivial, ja que n~ao apresenta aditividade na ener-
gia. Alem disso, outras duas soluc~oes analticas, via
integrac~ao direta ou teoria de campo medio, s~ao conhe-
cidas [14,15].
Na Sec~ao 2 revisamos os aspectos gerais envolvidos
na deduc~ao3 de uma classe geral de ensembles, base-
ada no formalismo cano^nico. No contexto da teoria das
utuac~oes discorremos brevemente sobre a equivale^ncia
entre os ensembles dessa classe e os ensembles usuais
1E-mail: lerizzi@usp.br.
2Diferentemente da meca^nica estatstica generalizada de Tsallis [3], essas formulac~oes s~ao consideradas apenas extens~oes particulares
do ensemble cano^nico.
3Essa derivac~ao foi originalmente proposta por R. Toral e pode ser encontrada na Ref. [6].
Copyright by the Sociedade Brasileira de Fsica. Printed in Brazil.
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(cano^nico e microcano^nico). Na Sec~ao 3, alem de des-
crever o modelo de Ising de alcance innito, discutimos
em detalhes como as suas propriedades termodina^micas
s~ao obtidas a partir do formalismo cano^nico generali-
zado empregando simples equac~oes parametricas.
2. O ensemble cano^nico generalizado
Consideramos aqui, sem perda de generalidade, um sis-
tema magnetico com N spins submetido a um campo
magnetico externo H. Denotamos por jmi seus mi-
croestados com energia Em. Utilizamos o princpio da
maximizac~ao da func~ao entropia [16]
S =  kB
X
m
pm ln pm (1)
para encontrar as probabilidades pm de cada um dos
microestados, onde kB e a constante de Boltzmann.
Alem do vnculo estabelecido pela condic~ao de nor-
malizac~ao da distribuic~ao de probabilidadeX
m
pm = 1;
com pm  0, escolhemos o vnculoX
m
pm(Em) = ( E); (2)
onde ( E) e uma func~ao arbitraria da energia4 E =
hHi, com H simbolizando o Hamiltoniano do sistema.
Note que se hHi = hHinterac~aoi HhMi (comM sendo
o operador magnetizac~ao), ent~ao E ( E = U   H M) e
igual a entalpia magnetica do sistema.5
Como soluc~ao do problema de maximizac~ao obte-
mos uma distribuic~ao cano^nica generalizada, cujo peso
e dado por
pm =
e ~(Em)
Z ; (3)
onde
Z( ~) =
X
m
e ~(Em) (4)
e a func~ao de partic~ao generalizada e ~ e um multipli-
cador de Lagrange.
Substituindo a express~ao (3) na express~ao (2) obte-
mos
( E) =
P
m (Em)e
 ~(Em)P
m e
 ~(Em)
;
ou, de forma equivalente,
( E) =  

@ lnZ
@ ~

H;N
: (5)
Analogamente ao que e feito no ensemble cano^nico
tradicional, substituimos o resultado (3) na express~ao
(1), o que fornece a seguinte express~ao para a entropia
S = kB
h
lnZ + ~( E)
i
: (6)
Precisamos agora de uma relac~ao entre o para^metro
~ e a temperatura absoluta T . Derivando ambos os
lados da Eq. (6) com respeito a E obtemos
@ S
@ E

H;N
= kB ~
0( E);
a qual pode ser comparada com a conhecida relac~ao
termodina^mica
1
T
=

@S
@E

H;N
;
onde E e a entalpia magnetica do sistema [14]. Compa-
rando as duas ultimas express~oes diretamente obtemos
a relac~ao
~ =
1
kBT0( E)
; (7)
a qual permite expressar S e E em termos das variaveis
usuais T , H e N . Vale notar que todas as relac~oes
aqui generalizadas reduzem-se as usuais, do ensemble
cano^nico, quando (E) = E.
Sendo (E) uma func~ao crescente de E, temos que
a func~ao distribuic~ao de probabilidades e um produto
da func~ao densidade de estados 
(E) - que cresce rapi-
damente - e da func~ao e ~(E) - que descresce rapida-
mente6 - ou seja,
p(E) =
X
Em=E
pm =

(E)e ~(E)
Z ; (8)
No limite termodina^mico um pico bem pronunciado
surge em algum valor E = E. A localizac~ao desse
pico e obtida atraves da relac~ao
dp(E)
dE

E= E
= 0 ;
ou seja, quando
d ln
(E)
dE

E= E
  ~0( E) = 0 :
Substituindo a igualdade na Eq. (7) na express~ao an-
terior obtemos
1
kBT
=
d ln
(E)
dE

E= E
; (9)
que e a mesma equac~ao que no ensemble microcano^nico
dene a temperatura como uma func~ao de E, assim, no
limite termodina^mico, a func~ao E(T;H;N) coincide
com a func~ao E(T;H;N) do ensemble microcano^nico.
4Note que o vnculo da express~ao (2) implica que h(E)i = ( E).
5Muitas vezes esse fato passa despercebido nos livros texto. Para uma discuss~ao detalhada vide Ref. [17].
6Isso ocorre apenas se a func~ao (E) e crescente.
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Utilizando a distribuic~ao de probabilidades dada pela
express~ao (8), calculamos a func~ao de partic~ao a partir
da Eq. (6), obtendo assim
S = kB
(
ln
"X
E

(E) e ~(E)
#
+ ~
 
E
)
:
Assumindo que a soma na express~ao acima e dominada
pelo maior termo, onde E = E, chegamos a seguinte
express~ao
S  kB
n
ln
h


 
E

e 
~( E)
i
+ ~
 
E
o
 kB ln

 
E

;
em concorda^ncia com o ensemble microcano^nico.
Para a equivale^ncia com o ensemble cano^nico tradi-
cional devemos demonstrar que as utuac~oes
2[] = h2i   hi2 =  

@( E)
@ ~

H;N
(10)
s~ao negligenciaveis no sentido de que as utuac~oes re-
lativas anulam-se (i.e. []=hi ! 0) no limite ter-
modina^mico. Como 
 
E

n~ao depende explicitamente
de ~ mas depende da temperatura T , que por sua vez
depende de ~, devemos considerar a derivada implicita
@
@ ~
=
@T
@ ~
@
@T
:
Utilizando a igualdade da express~ao (7) reescrevemos
T em func~ao de ~ e 0( E), a partir de onde obtemos:

@T
@ ~

H;N
=  
"
1
kBT 20
 
E
 + 00   E
kBT0
 
E
2 @ E@T

H;N
# 1
:
(11)
Efetuando a derivada do lado direito da Eq. (10)
teremos
2[] =  

@T
@ ~

H;N

@( E)
@T

H;N
=
kBT
20
 
E
2
1 + T
 
@ E=@T

H;N
00
 
E

=0( E)

@ E
@T

H;N
;
onde podemos substituir a denic~ao do calor especco
a campo constante cH = N
 1(@ E=@T )H;N para obter
2[] = kBT
2NcH
0
 
E
2
1 + TNcH00
 
E

=0( E)
: (12)
Essa express~ao e geral, portanto, o procedimento de
vericac~ao da equivale^ncia de ensembles deve ser exe-
cutado para cada escolha particular da func~ao (E):
3. O modelo de Ising de alcance innito
Consideremos um sistema com N spins de Ising (Si =
1) que interagem por meio de uma interac~ao de troca
de alcance innito. A m de fornecer um limite ter-
modina^mico bem comportado introduzimos um fator
1=N na interac~ao de troca entre dois spins. Sem isso,
a energia associada a interac~ao de um unico spin po-
deria crescer linearmente com o volume da amostra e
um limite termodina^mico bem denido seria impossvel.
Com isso, o fator 1=N garante a extensividade mas n~ao
a aditividade do modelo. Tambem inclumos o caso de
interac~ao entre spins com um campo magnetico externo
H. Para esse sistema o Hamiltoniano7 e denido por
H =  2J
N
X
1i<jN
SiSj  H
NX
i=1
Si: (13)
A n~ao-aditividade para esse sistema pode ser veri-
cada considerando o Hamiltoniano da soma de dois de
seus subsistemas HA+B = HA+HB+HAB. A presenca
de termos cruzados, denotados por HAB , diferentes de
zero, dene o que chamamos de sistema n~ao-aditivo.
Considerando a identidade 
NX
i=1
Si
!2
=
NX
i=1
S2i + 2
X
1i<jN
SiSj ;
podemos reescrever o primeiro somatorio na Eq. (13)
como
X
1i<jN
SiSj =
1
2
24 NX
i=1
Si
!2
 N
35 :
Dessa maneira o Hamiltoniano pode ser reescrito como
H = J   J
N
 
NX
i=1
Si
!2
 H
NX
i=1
Si ;
onde completamos quadrados para obter
H = J + H
2N
4J
 
 r
J
N
NX
i=1
Si +
H
2
r
N
J
!2
: (14)
3.1. Soluc~ao no ensemble cano^nico generali-
zado
Dado que E e auto-valor de H, escolhemos
(E) =  

J +
H2N
4J
  E
1=2
: (15)
Notamos que a func~ao (E) e crescente para E 2
(J   NJ   H; J). Alem disso, utilizando a Eq. (12),
7O fator 2 na contribuic~ao da interac~ao de troca foi includo por uma quest~ao de convenie^ncia nos calculos e tambem para manter a
notac~ao consistente com a utilizada na Ref. [14].
1306-4 Rizzi e Frigori
e possvel mostrar8 que 2[]=hi / N 1=2 ! 0 no li-
mite termodina^mico e, consequentemente, que essa es-
colha de (E) gera um ensemble cano^nico generalizado
equivalente ao ensemble cano^nico tradicional.
Utilizando a Eq. (4) obtemos, a partir da Eq. (15),
a seguinte func~ao de partic~ao
Z =
X
S1=1;:::;SN=1
exp ~
 
H
2
r
N
J
+
r
J
N
NX
i=1
Si
!
:
(16)
Uma vez que estas somas s~ao independentes (i.e. ine-
xistem termos cruzados SiSj) podemos reescrever a
Eq. (16) por meio de um produtorio da seguinte ma-
neira
Z = exp
 
~
H
2
r
N
J
!
NY
i=1
" X
Si=1
 
exp ~
r
J
N
Si
!#
:
Somando explicitamente sobre os valores dos spins e
efetuando o produtorio sobre todos os N spins, obte-
mos
Z = exp
 
~
H
2
r
N
J
!"
2 cosh
 
~
r
J
N
!#N
: (17)
Tomando o logartmo da func~ao de partic~ao gene-
ralizada, dada pela Eq. (17), obtemos a seguinte ex-
press~ao
lnZ = ~H
2
r
N
J
+N ln
"
2 cosh
 
~
r
J
N
!#
; (18)
que pode ser utilizada para calcular a func~ao (E) por
meio da express~ao (5), ou seja

J   E + H
2N
4J
1=2
=
H
2
r
N
J
+
p
NJ tanh
 
~
r
J
N
!
: (19)
Calculamos ~ atraves da Eq. (7) e obtemos a se-
guinte express~ao
~ =
2

J   E + H2N4J
1=2
kBT
: (20)
Ent~ao, fazendo a substituic~ao de ~ na Eq. (19) e
multiplicando o resultado por 1=
p
NJ obtemos

J   E
NJ
+
H2
4J2
1=2
=
H
2J
+ tanh
"
2J
kBT

J   E
NJ
+
H2
4J2
1=2 #
: (21)
Consideremos a seguinte denic~ao para a constante
Tc
Tc =
2J
kB
; (22)
que, de fato, representa a temperatura crtica do mo-
delo relacionada a transic~ao de fase ferromagnetica, a
qual distingue as fases ordenada (ferromagnetica, para
T < Tc) e desordenada (paramagnetica, para T > Tc).
Em seguida, efetuamos as seguintes mudancas de
variaveis
u =
J   E
NJ
; (23)
e
h =
H
2J
: (24)
Dessa maneira podemos reescrever a Eq. (21) como
 
u+ h2
1=2
= h+ tanh

Tc
T
(u+ h2)1=2

;
ent~ao, se zermos uso da denic~ao
x2 = u+ h2 ; (25)
obteremos uma simples equac~ao transcendental
x  h = tanh

Tc
T
x

: (26)
Por m, como visamos o calculo das grandezas ter-
modina^micas, escolhemos parametrizar a raz~ao T=Tc.
Para tal, introduzimos a variavel
 =
Tc
T
x (27)
na Eq. (26), de onde obtemos nalmente a seguinte
equac~ao parametrica
T
Tc
=
tanh () + h

: (28)
3.2. Grandezas termodina^micas
A partir da Eq. (26) e de relac~oes termodina^micas e
possvel obter equac~oes parametricas para grandezas
como a entropia, entalpia magnetica, calor especco
e magnetizac~ao em func~ao da variavel . Apresentamos
a seguir tal procedimento, utilizando os gracos para
ilustrar o comportamento dessas grandezas em func~ao
da raz~ao T=Tc dada pela express~ao (28).
8Consideramos aqui que hi = (E), como denido pelo vnculo na express~ao (2).
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Entropia
Considerando as seguintes identidades
~
r
J
N
=
Tc
T
x e ~
H
2
r
N
J
= Nh
Tc
T
x;
reescrevemos a Eq. (18) como
lnZ = NhTc
T
x+N ln

2 cosh

Tc
T
x

: (29)
A partir da denic~ao (15) e da express~ao (20) escre-
vemos
~(E) =  N Tc
T
x2: (30)
Assim, substituindo as express~oes (29) e (30) na
Eq. (6) encontramos a entropia do sistema
S
NkB
= ln

2 cosh

Tc
T
x

  Tc
T
x (x  h) ; (31)
de onde, com o auxlio da mudanca de variavel denida
pela igualdade (27), obtemos
S
NkB
= ln [2 cosh ()]   tanh(): (32)
O graco da entropia adimensional S=NkB para diver-
sos valores de h e mostrado na Fig. 1. Notamos que
para T > Tc a entropia adimensional S=NkB tende para
ln 2 = 0; 6931:::, valor esperado para um sistema de
spins de Ising usual (de dois estados).
Figura 1 - Entropia adimensional por spin S=NkB em func~ao da
raz~ao T=Tc para diferentes valores do campo magnetico adimen-
sional h.
Entalpia magnetica
Para calcular a entalpia magnetica E do sistema in-
vertemos a express~ao (23), que fornece a igualdade
E = J(1   Nu), a qual, no limite termodina^mico, e
dada como
E
NJ
=  u : (33)
Utilizando a denic~ao na Eq. (27), reescrevemos a
express~ao
u = x2   h2 (34)
como
u =

T
Tc
2
2   h2;
onde substituimos a raz~ao T=Tc dada pela express~ao
(28), o que resulta em u = tanh2 () + 2h tanh (). Fi-
nalmente, substituindo esse ultimo resultado para u na
Eq. (33) teremos
E
NJ
=   tanh2 () + 2h tanh () ; (35)
que, junto com a Eq. (28), fornece o graco da entalpia
magnetica adimensional por spin E=NJ em func~ao da
raz~ao T=Tc para diversos valores do campo magnetico
adimensional h, como mostra a Fig. 2.
Figura 2 - Entalpia magnetica adimensional por spin E=NJ em
func~ao da raz~ao T=Tc para diversos valores do campo magnetico
adimensional h.
Calor especco
Calculamos o calor especco a campo constante utili-
zando a seguinte relac~ao da termodina^mica
cH =
CH
N
=
1
N

@E
@T

H;N
:
Considerando as Eqs. (33) e (34) temos
cH =  J

@u
@T

H;N
=  J

@x2
@T
  @h
2
@T

H;N
:
Como o campo H e constante e n~ao depende de T , re-
escrevemos cH como
cH =  2Jx

@x
@T

H;N
: (36)
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Derivando os dois lados da Eq. (26) em relac~ao a
variavel T obtemos
@x
@T

H;N
=
1
cosh2

T
Tc
x
 "  Tc
T 2
x+
Tc
T

@x
@T

H;N
#
;
onde podemos isolar (@x=@T )H;N , o que resulta em
@x
@T

H;N
=   Tc
T 2
xh
cosh2

T
Tc
x

  TcT
i : (37)
Ent~ao, substituindo (@x=@T )H;N da Eq. (37) na
Eq. (36) obtemos
cH = 2J
Tc
T 2
x2h
cosh2

T
Tc
x

  TcT
i : (38)
Por m, fazendo uso da denic~ao (22) e das igualdades
(27) e (28), reescrevemos a equac~ao acima como
CH
NkB
=
2h
cosh2 ()  tanh()
i ; (39)
que e uma equac~ao parametrica para o calor especco
a campo constante. Na Fig. 3 apresentamos o graco
para o calor especco CH=NkB em func~ao da raz~ao
T=Tc para diferentes valores do campo magnetico adi-
mensional h.
Figura 3 - Calor especco CH=NkB em func~ao da raz~ao T=Tc
para diferentes valores do campo magnetico adimensional h.
Magnetizac~ao
Para o calculo da magnetizac~ao do sistema, conside-
ramos a energia livre de Gibbs dada por G(T;H) =
E(S;H)  TS, de onde extraimos a seguinte relac~ao:
M =  

@G
@H

T;N
=  
"
@E
@H

T;N
  T

@S
@H

T;N
#
: (40)
Lembrando que a derivada parcial em H e escrita em
termos de h = H=2J como (2J) 1@=@h.
Partindo da entalpia magnetica E dada pela
Eq. (33) e considerando u denido como na express~ao
(34), calculamos

@E
@H

T;N
= N
"
h  x

@x
@h

T;N
#
: (41)
O segundo termo da Eq. (40) e obtido utilizando a
entropia S dada pela Eq. (31), ou seja,
T

@S
@H

T;N
=
T
2J

@S
@h

T;N
= N
T
Tc
@
@h

ln

2 cosh

Tc
T
x

  Tc
T
x(x  h)

= N

tanh

Tc
T
x

  2x+ h

@x
@h

+ x

;
onde podemos substituir a identidade (26), o que re-
sulta em
T

@S
@H

T;N
= N
"
x  x

@x
@h

T;N
#
: (42)
Substituindo os resultados das Eqs. (41) e (42) na ex-
press~ao (40) chegamos a
m =
M
N
= x  h: (43)
que, a partir da express~ao (26), pode ser reecrita como
m = tanh

Tc
T
x

: (44)
Finalmente, considerando a mudanca de variavel (27),
obtemos a equac~ao parametrica para a magnetizac~ao
m = tanh (), utilizada para obter o graco apresen-
tado na Fig. 4.
Notamos que, pela Eq. (43) obtemos a relac~ao
x = m + h, que pode ser substituida na Eq. (44),
fornecendo
m = tanh

Tc
T
(m+ h)

: (45)
Esta e exatamente a equac~ao transcendental encontrada
para esse modelo atraves das abordagens usuais, seja
ela a teoria de campo medio ou a integrac~ao direta da
func~ao de partic~ao (vide Ref. [14]). A partir dela e
possvel obter todos os expoentes crticos de maneira
analoga a usual e tirar conclus~oes sobre a sua classe de
universalidade [14,15].
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Figura 4 - Magnetizac~ao por spin m em func~ao da raz~ao T=Tc
para diferentes valores do campo magnetico adimensional h.
4. Conclus~oes
Revisamos aqui o conceito de que e possvel construir
uma classe de ensembles cano^nicos generalizados, os
quais podem ser utilizados em abordagens alternati-
vas para solucionar problemas na meca^nica estatstica.
Utilizando um ensemble particular dessa classe de en-
sembles cano^nicos generalizados, obtivemos a soluc~ao
do modelo de Ising com interac~ao de alcance innito
de maneira simples, isto e, sem utilizar a integrac~ao da
func~ao de partic~ao via ponto de sela ou argumentos da
teoria de campo medio. Alem disso, apresentamos um
procedimento via equac~oes parametricas que permite
a caracterizac~ao de propriedades termodina^micas tanto
analiticamente quanto visualmente, o que pode ser util
em estudos de outros modelos, especialmente aqueles
que n~ao apresentam aditividade.
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